On the Piecewise Continuous Utility Index Function and Existence of Competitive Equilibria by 神保 一郎 & Jimbo Ichiro
Piecewise Continuousな効用指標関数と競争均衡解
の存在
著者 神保 一郎
雑誌名 關西大學經済論集
巻 29
号 3
ページ 171-185
発行年 1979-10-20
その他のタイトル On the Piecewise Continuous Utility Index
Function and Existence of Competitive
Equilibria
URL http://hdl.handle.net/10112/14585
171 
論文
Piecewise Continuousな効用指標関数
と競争均衡解の存在
神
?
郎
消費者行動の理論は無差別曲線，あるいは RevealedPreference理論を
基礎として展開され，代替効果や所得効果を通じて需要関数が導出されること
が多い。またそこに展開されている効用指標関数は c2の連続性が仮定されて
いる。しかし，無差別曲線が 1つの指標を示すものであるのを考えれば，通常
の意味でのsmoothな効用指標関数を仮定する必要は全く無いであろう。また
Paretoも「経済学提要」の13章55節には無差別曲線の性質として次の3つの
ものをあげている。
(1) 選好が無差別な 2つの財の組合せは同じ指数を持たねばならない。
(2) 2つの commoditybundleのうち，他のものよりも選好されるものは
大きな指標を持たねばならない。
(3) 無限個の無差別曲線が消費空間をぎっしりとおおっている。
ここに piecewisecontinuousを含む効用指標関数が選好を示すのにより
忠実であり，その下で導かれた需要対応 (demandcorrespondence)からも―
競争均衡における解が存在するのを示したい。また選好順序に関して，連続性
の仮定を外した場合も，やはり upperhemicontinuousな需要対応が導け，
競争均衡解が存在するのを証明したい。
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1. 財空間
財は物的性質，場所，日付によって異なった種類のものと考え， l種類存在
するものとする。この commoditybundleをl次元ユークリッド空間 RIに
所属する x,Y, あるいは Zで示し，これらから成る空間を財空間と名付け
る。すなわち財空間は RIの部分空間であり，これを X、あるいは Yで表わ
す。第 k財に対する価格を加で示す。この価格から成るベクト）レ p=IP1, 
柘，…， p』を価格体系と名付ける。,RIの非負象限を R/で示すならば Pk?:
0 (k=l, 2, …, l)であるから
PER/ 
となる。
経済主体は現在と有限の将来期間にわたって消費および生産の決定を行う。
この決定は財空間の部分集合を，それぞれの基準にもとづいて選択することに
より示される。消費について決定を行う主体を消費者といい n人，生産につ
いて決定を行う主体を生産者と名付け m 人とする。消費者・生産者はともに
1人の自然人から成るとは限らない。その番号の集合をそれぞれ Iと］で示
す。即ち iEI,jE]となる。
. 2. 供給対応
全ての jE]に対して次の仮定をおく。第 j番目の生産者が関連をもつ財
ベクトルを生産ベクトル Y;_En1で示す。 Yiの成分のうち，正の符号をもっ
ものは産出物であり，負の符号で示されているのは投入物である。またゼロで
あれば，この財が全くこの生産に関係のないのを示している。めの集合を Y;
で示せば，これは生産者 j の生産集合であり，非空である。 Y;~R1 となる
のは言うまでもない。経済全体の生産集合を Yで示せば
Y:=記Y1 (1) 
?
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である。 yjおよび Yは次の条件を満足するものとする。
定義 1
(1) Y; は閉集合である。（連続性）
(1') yは閉集合である。
(2) 0 E Y; (不活動の可能性）
(2') 0 E Y 
(3) Y;nR1+~{0} (Impossibility of Land of Cockaigne) 
(4) Y;n (-Y;)~{0} (生産の非可逆性）
(4') Yn (-Y)~{0} 
(5) (YけY/)~Y; (加法性）
(6) Y; は凸集合である。
(7) y戸 Rー ／（無料処分）
（ただし R」は RIの非正象限である。）
このような条件の下で生産者は利潤の最大化を目標として生産を行う。ある
与えられた価格体系 P の下での生産者 jの利潤関数巧は次の式で示され
る。ただし Pは P の集合である。
巧(p):=sup{(PY;)IY;EY;, pEP) 
巧(p):R叫→Rl (2) 
Pを1つ決めれば，それに対して巧を最大にする Y;の部分集合が決定さ
れる。このような価格体系と最大利潤を保証する生産ベクトルの集合とのわし
対応を供給対応（点対集合写像）と名付ければ，供給対応は次の式によって表
うる。
S;(P) : = {(Y; E Y八(PY;)=冗;(P)} 、??（
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S;(P): P→ Y; 
S(p): p→ Y 
3. 需要対応
消費者 iは R'空間の部分集合ふの中の 1点ふを選んで消費を決定す
る。ふを消費ベクトルと名付け，その中で正の成分は投入物を負の成分は産
出物を意味する。ただし，ここでは生産の場合のように投入の結果として産出
が生じるとは考えてはいない。例えば通常の意味での消費は正の成分で示され
ており，労働のように他の主体に供給するものは負である。またふの集合
ふを消費集合と名付ける。
定義 2
ふは消費者 iの消費集合であって記の部分集合である。消費ベクトル
ふはふの要素である。
仮定
ふは下に有界である。
例えば労働の供給最を 1人の消費者が無限に増加しえない。また最低必要消
費量以下の財は存在しても意味がないから，ある財に関しては正のある数以上
が考察の対象となる。
初期保有ベクトルを叫とし，生産者 jから消費者 iへの利潤分配率を妬
とすればエ妬=1となる。そうすると，この消費者の富は
IEI 
凱： =(p叫）+:E。;;1t:;(P)
JEJ 
(4) 
?
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によって決まる。したがって，この消費者の消費可能集合 Gは
C;= C;(P, W;) : = {ふEXJ(pふ尽W;} ・ C 5) 
となる。ただし (pxりは 2つのベクトル Pとx,との内積である。ふ上に
消費者 i の選好が存在して x,2 よりも x、1 の方が選好される場合には x,1~、
ヰで示すものとする。 x、1,x,2EX, に対して x、1迄 x、2,x,2~、 x、1 であれ
ば狭義の選好 x,1>-x;2 が成立する。 x11~, x,2 であって，かつ x,2~, x,1 
であれば， x,1とヰとは無差別に選好され， x11~x,2で示す。
定義 3
2 項関係 2:;;~X;x X1に関して，次の条件が成立する場合，選好関係と言
う。 ・はカルテッシャン積である。
(1) 反射性： VふEX,に対して，ふ迄ふが成立する。
(2) 完備性： Vぷ，ヰEふに対して， X;l2:; ヰか，ヰ迄ぶかのい
ずれかが成立する。
(3) 推移性：VX出 X;2,x;3 E X1に対して X;l2:; ヰであって x,22:; ヰ
であれば， X;I2'.; ヰとなる。
(4) 連続性： Vx;1 EX; に対して，集合｛ふEX,!x茂こ；X;}および｛ふEX,1ふ
迄x,1}は閉集合である。
(5) 非飽和性： Vx;1 EX; に対して，ふ迄ぶとなるようなふEX;が存在
する。
ここで X心:,がとなる 2つの消費ベクトルの集合を，集合と、の要素とし
て次のように示す。
(x出 x/)E~i ? ?
?
?（
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定理 1
Gが必のコンパクトな部分集合であり，迄が定義 3の(1)~(5)の選好関
係を満足するものとする。そうすると VふEC,に対してふ*~;ふとなる最
良の要素ふ＊が存在し，ふ＊の集合 C*はコンパクトである。
〔証明〕
vふEC1 に対して Cふ：＝｛ふ ECilx,~ふ｝とおけば Ci*:= n C名i
VふeC1
となる。それぞれの C幻は定義により明らかに閉集合である。また一方 C1
は(5)式により有界である。 したがって C,;;2Ci*は有界となる。ゆえに Ci*は
コンパクトである。また定義からふECi1となる。したがって C*は非空で
ある。
ロ
定義 4
迄の集合を f!J, とすれば， x;1>x凸 X出 x;2ER1であれば X心冴x,2と
なる場合を,2: ぽ免は単調的であると言う。
以下では選好は全て単調的であると仮定する。
定義 5 (凸状性）
vぶ EX、に対して｛ヰEX心心ぶ}(betterset)が凸集合となる時，選
好関係迄E&;は凸であると言う。
定義 6 (効用指標関数）
~. に対する効用指標関数 u,:x,-R1 とは， X;I~ぷの場合に U1(x;1)
~U,(が）となり， x,1>-,ヰであれば U,(叫）>U,(x.2)となる l次元ユーク
リッド空間から 1次元実数空間への集合対点写像である。
?
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定義 ? (Piecewise Continuousな関数）
関数 <p;(ふ）が定義域ふl'.:5xぷふ2で次の 2条件を満足する場合，その関数
はp・1ecew1se Continuous -§l-・ であると口つ。ただしが-<iが。
(1) 'Piが連続でない点が定義域内で高々有限個存在する。
(2) 'Piが不連続となっている点では jumpdiscontinuityとなっている。
((11) p. 15) 
定理 2
定義4を満足する選好の下にあっては，効用関数 u,は増加関数である。
〔証明〕
選好，の連続性と単調性により任意の X;Iに対する集合 Gx;1:= {ふEX;!ふ
~X;I) はコンパクトである。だから有限個の開被覆 B; によって cover しう
る（〔19)p. 4)。このような開被覆の数を S とすれば
Gx甚こB1UB:山・..uBs 
となる。次に X;2)>x;1となるようにヰを選べば X;2>-;x;1である。
Gが： = {x;EX; ¥x溢ヰ｝
を作りその開被覆を考えれば
Gx尽こB1UB2U・・・UB,
(7) 
(8) 
となるであろう。また t>sとなる。ここで関数 U;を次のように定義する。
U,(x, り=:E 1 
rENx/了 (9) 
h>l, hEQ 
ただし Nがは Gがを coverする有限個の開集合の数であり， Q は有理
7 
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数の集合である。 s<tであれば，明らかに Nx/CN吋となり，，砧（か）は明
らかに功Kの増加関数となる。
口
定義 8
詑の部分集合を Sとする。 Sの空隙とは Sと互いに素な JR!の区間で
あって，その上界と下界とが Sの中に存在するものを言う。その上限と下限
とが一致しないものを間隙と呼ぶ。
補助定理 1 ' 
2; がふの上で定義された選好関係であるとしよう。ふから記の中へ
の増加関数 U;(into写像）は，値域 U;(X;)の全ての間隙が開であれば連続
である。
〔証明〕
lower semi-continuousであると同時に uppersemi-continuousであれ
ば関数は連続である。
即ち，任意の実数 Aに対して
(i) {ふEX;IU心謬J.)が閉であれば関数は lowersemi-continuous 
であり，
(ii) {ふEXIU:心）；；；；；J.) が閉であれば関数は uppersemi-continuous 
である。 (cf・〔5〕,p. 74) 
ケース I J.E U;(X;) 
J.=U;(ぷ）であるとする。効用関数の定義により
｛ふEX闊（ふ）；；；；；え）
＝｛ふEX;I U:心）；；；；；U(ふ・)}
＝｛ふEX心心ぷ｝
この集合は選好の連続性により閉である。 したがって U;は uppersemi-
8 
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continuousである。また
｛ふEX;¥U;(Xふ盆｝
= {x,EX調 (x泣如(x;°)}
＝｛ふEX心溢ぷ｝
選好の連続性により，この集合は閉である。したがって lowersemi-conti-
nuousである。 U1は uppersemi-continuousであり且つ lowersemi-
continuousであるから連続である。
ケー ス 直 開区間（叱 fi)が間隙であるとすれば， -tE (a, fi), a, fi E U1 
(x;), 埓 U1(ふ）である場合。
｛ふEX,I U;(X;)詞
={XぽX,I U,Cふ）斉｝
={XぽX.¥_u; 心）叫（が）｝
＝｛ふEX心心が｝
ただし xlIi (i=U,(x;il) となる財の集合である。したがってこの集合は
閉であり， U1は uppersemi-continuousである。また
{xぽふIu; 心）か
＝｛ふEX!¥U,心）字｝
={xぽX,Iu; 心）~U;(X;a;)}
={X、EX;¥U, 心）＜ぷ｝
となり，この集合は閉である。したがって U,は 1・ower sem1-contmuousで
ある。
以上より，間隙が開である場合は如何なる場合であっても砧は連続であ
る。
口，?
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定理 3
効用指標関数砧が piecewisecontinuousな増加関数である場合， upper
hemi-continuousな需要対応が存在する。
〔証明〕
仰が非逓減な関数であるとすれば，訪は幼：＝仰゜<p;で示される合成写像
である。幼の値域に間隙があり，それが開であれば補助定理 1によって砧は
連続となる。したがって砧の値域に空隙あるいは間隙があって開でない場合
について考察し，砧が連続であれば如何なる場合であっても U;の連続性が
保証しうる。その為に間隙〔a,/3)があって， -lE (a, /i), 柊EU;(X;)につい
て考えれば十分である。すなわち
｛ふEX;I訪（ふ）詞
＝｛ふEX;I U,心）冨U心袢）｝
＝｛ふEX叶ふえぷ｝
（ただし /l=U;(xl))。この集合は閉となるから砧は uppersemi-contin-
uousである。また
｛ふEX;[u; 心）＝入） =¢ 
であるから
｛ふEX;[U: 心）か
＝｛ふEXパみ（ふ）<).} 
＝｛ふEX;[U: 心）＜仏（が）｝
＝｛ふEX;[Xぺ叩｝
となり，この集合は開である。したがって lowersemi-continuousは成立し
ない。だから U;は uppersemi-contionuusである。
10 
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さて，消費者 iの最適消費ベクトルふ＊の集合 C;*に対して次のような対
応を考えよう。
D;(P, W1) : = {ふEC;(P, W;) IX; E C;*(P, w沿 (iO) 
これは iの需要対応である。さて， (10)式が upperhem-ciontinuousで
あるのを証明しよう。そのためには次の事が成立すればよい。
点列{(pq,W/)) E Rl+lが存在して
(pq, 町）→(fl, W;) 
ェ心(pq,W/) 
x;'→ふ
の場合にふED,(f,,W,)となればよい。ここでふEED,(p,W,)と仮定して矛
盾を導く事とする。 C(p,W,)は P,W, に関して連続であるからふEC(p, 
W,) であって Cの中の最良の要素でないからふよりも狭義に選好される
叫 EC(f,, W,)が存在する。即ち
m;>-ふ (11) 
ふの bettersetを R1(ふ）で示すとこれは閉集合であるから
X1¥R心）， X1¥R戸（ふ）
は開集合となる。ただし， R戸（ふ）は免iよりも選好水準の低い干の集合で
ある。したがって近傍どが叫とふとに存在し， intersectionを持たない。
それぞれの近傍の半径を e',e"とすれば，次の関係が成立する。
e(m、,e') >-, e(x、,e") (12) 
Cはコンパクトであるから， (j,W1)へ収束する点列 {x",w「)｝に対して，
その部分点列を適当に取れば，ある n>N'に対して
D1(Pn, W;") ne(m,, e')キ¢
となる。またふは点列 {x/} の集積点であるから
x;" E e(x1, e") 
となるような N''(n>N'')が存在する。
11 
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N: =max {N, N'} 
とすれば， n>Nに対して
m/Ec(m、,E') n C(p•, Wt) 
ふnH(ふ，E")
となる。 m/は ((m;,E1)の要素であり，年は c(x1,E")の要素であるから
(12)式より
m/>-ぶ (13)
となる。しかるにふnED;(Pn,w;、n)・ であり，年は定義より C、(pn,W;")の
中の最良の要素である。また
m/ E D;(Pn, W;") . (14) 
はふ”よりも狭義に選好される。 したがって， D、は upperhemi-contin-
uousでなければならない。 口
4. 競争均衡解の存在
以上の需要対応および先に述べた供給対応から競争均衡解の存在を証明す
る。
定義，
価格ベクトル P,消費ベクトル x, および生産ベクトル約が次の条件を
満足する時，競争均衡にあると言い， p*,凸*,_Y/は競争均衡解である。
(a) p*> 0 
(b) 泣*::;:立が＋氾
JEJ に1
(c) がは約E巧の制約の下で (p*め）を最大にする。
(d) (p*ゃ*):5:W、*=(p*叫）＋揺；(p*y/) 
JEJ 
の制約の下で U;(ふ）を最大にする。・ ((3),p. 107) 
12 
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定理 4
Piecewise Continuousな効用指標関数を持つ消費者を含む私的所有経済，
は競争均衡解が存在する。
この定理の証明については (3),(18)を見よ。 ． 
以上の証明のプロセスで選好の連続性の仮定が重要な役割を演じて来た。し
かし，この仮定は必ずしも本質的なものではなく，より経済学的なフレてバーの
強いものと代替しうる。そこで定義 3の(4)の代りに次の 2つの関係を定義する。
定義 4'a
任意の x;1-<心;2,. x, 1, x;2 E X; に対してヰEX;,X;1~ ヰ， Xたくぷさぷ
となるような x;3が存在する。
定義 4'b
ふの内点の集合をえ， X出 x,2EX,,xたくぷであって， x,2Eえである
とすれば，ヰ~x;2 で x,1さ,x,a-<,ヰとなるような x;3が存在する。
補助定理 2 
定義 4'aと定義 4'bを満足する m に関して集合 {x;EX;Jx;°さ；な、'yX;°
EX;}は閉である。
〔証明〕
K: ={ふEXぬ°さ心としよう。 Kが閉であるのを証明する為に Kが閉
でないとしよう。そうすれば K に所属する任意の部分列 {x/}q>Mでヰ
→ x;1となり， x,1-<1x;°,x随 K となるものが必ず存在する。定義 4'aと
4'bによりぶくヰ，ェさiヰが存在する。.(,ぷ+R」）nふの内点に x,lは
13 
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所属しているから部分点列の一部分は (x;3+R」)nX; に所属している。これ
は x/が Kに所属するのと矛盾する。 ロ
補助定理 2を適用して，選好の連続性の下に行ったのと同じ証明を定理に対
してなしうる。
以上により，たとえ効用指標関数が piecewisecontinuousな場合であっ
ても， upperhemicontinuousな需要対応が存在し，均衡解の存在が証明し
うるのが明らかとなった。
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